Complexe getallen 


(1 + jé 


LEERPLAN B: voor de leerlingen met 5 wekelijkse lestijden behoren de leerinhouden in 
dit hoofdstuk tot de basisleerstof, voor de leerlingen met 4 wekelijkse lestijden tot de 
uitbreidingsleerstof. 


Hoofdstuk 8 
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Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


8. 


Complexe getallen in de vorm a + bi 


DP Complex getal 


1 mean 


Los de vergelijkingen op. 


a x+1=7 d x+4=3 
XZ Ó nn Et 
b 2x=5 e x°=16 
Ka? NI 
x=3 f xè=-l 


geen. oplossingen... 


Welke vergelijkingen hebben een natuurlijk getal als oplossing? Q.@N@………. nnen 
Welke vergelijkingen hebben een geheel getal als oplossing dat geen natuurlijk getal is? den e 
Welke vergelijking heeft een rationaal getal als oplossing dat geen geheel getal is? b……………… 
Welke vergelijking heeft een reëel getal als oplossing dat geen rationaal getal is? 6... 


Welke vergelijking heeft geen reëel getal als oplossing? fn 
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Het getal i 


Tweedegraadsvergelijkingen hebben niet altijd reële getallen als oplossing, bijvoorbeeld: x?=—1. 
We kunnen geen reëel getal ontdekken waarvan het kwadraat gelijk is aan —1. 

Om de vergelijking x° =—1 te kunnen oplossen, breiden we de reële getallen uit met een nieuw 
soort getallen. Daarvoor voeren we een ‘denkbeeldig getal i’ in waarvan het kwadraat gelijk is 


aan —l. 
Het getal i met kenmerk i*=—1 noemen we de imaginaire eenheid. 


Het getal i en zijn tegengestelde —í zijn oplossingen van de vergelijking x° = —1 omdat i”=—1l en 
('=it=l. 
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Merk op 


Het getal í stelt een vierkantswortel van —1 voor. De notatie v—l mogen we niet gebruiken. Het 
rekenen met vl leidt tot tegenstrijdigheden als de rekenregels voor vierkantswortels verkeerd 
worden toegepast: 


FOUT 


r 
I=dl= JD) (HVA - VA =ii=it=l 


Om dergelijke rekenfouten te vermijden, is de notatie Je vervangen door het symbool i. 


In de elektriciteitsleer duiden we de imaginaire eenheid aan met de letter j omdat de letter í kan 
leiden tot verwarring met het symbool voor stroomsterkte. 


Voorbeelden 


Tweedegraadsvergelijkingen die geen reële oplossingen hebben, kunnen we nu oplossen. 


x=4 

x’=4" (1) 

Ie i=-1 

x=2i of x=-2i (2? =4i? _ (-2it= 4? 
x'=—5 

x’=5" (-1) 

x'=bi® iP =-1 

x=vbi of x=-bi (Vsi =5i" (-5i) =5i° 
x=2,24ï x=-2,24i afronden op 2 decimalen 


IE 


Zet een vinkje achter elke juiste uitspraak. 


i=-l / 4 iis de imaginaire eenheid 
2 i=N-1 5 jiseen reëel getal 
i’=l 6 istelt een vierkantswortel van —1 voor 
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EE 


Los op. Rond af op 2 decimalen. 


1 x°=-16 2 x’=-3 
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Complex getal 


Veelvouden van de imaginaire eenheid í noemen we imaginaire getallen, bijvoorbeeld 2i en v5i. 
Als we aan het imaginair getal 2i het reëel getal 3 toevoegen, dan verkrijgen we het samengestelde 
getal 3 + 21. 


Een getal van de vorm a + bi met a en b reële getallen en i”=—1 , noemen we een complex getal. Het 
reëel getal a noemen we het reëel deel en het reëel getal b het imaginair deel van het complex getal 
Bandt 


De verzameling van de complexe getallen duiden we aan met het symbool C. 


We schrijven: 3+2ie C 3 + Zi is een complex getal 
—6e C =6 = -6 + Oi is een complex getal 
5ie C 5i = 0 + 5i is een complex getal 
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De verzameling C is een uitbreiding van de verzameling R omdat elk reëel getal een complex getal 


is waarvan het imaginair deel nul is. 


Gelijke complexe getallen 


a+bi=c+di © a=c en b=d 


Complexe getallen zijn gelijk als de reële delen en de imaginaire delen gelijk zijn: 


a, b‚c‚de IR 


IE 


Bepaal het reële deel en het imaginaire deel van elk complex getal. Vul de tabel in. 


1 2 3 4 5 6 

complex getal 3 +4i 2i 7 24 —4 =$ Bi sk 

ze 3 
reëeldeel Na En On | rl A „4 | -3. | 2 
imaginairdeel | 4 A me | ed Ol …-3.. | -1 
5 
Bepaal de reële getallen a en b. 

1 3-2i=a-—bi b=3+ai 

3.zA.en…-2 =D... b=3.en. 0 za. 

A3 DER az0  ………b2z3.n 
3 a+3i=2-—bi 2i=a-— bi 

Az2..en…3.z.-b... Oza..en.…2=-b... 

AZ ot az0 bz... 
5 2a-bi=4+3i (a+3) +(b—-2i=4-3i 

2a= 4 .en…=-b.=3.... a+3=4 enb -2 2-3... 

al NA Ee 
7 3a-2i=5+2bi a= bi 

3a=5..en.…-8.= 2D... a=0 en…0=b.... 

_5 in, e n 
Mene ee a=0 bz 0... 
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9 —a-i=UWb-i 10 —i=a-—bi 
-a=2b en 1 =-l Oza.en.…-l=-B.... 
AA SCD. EB aren AED ed En 
11 a+bi=a—bi 12 a+bi=—a—bi 
aza.en…b =D... az -a.en.bz-b. 
AE Banes et a=.0 b=0 


6 


Vul in met het meest passende symbool N, Z, Q, R of C. 


1 133.e Q … 6 ite li: 1 ie.C……… 
4 6 

2 8e IN... 7 —e Q……. 12 —e IN... 
3 3 

CRE 8 1,010010001...e IR. 13 ne R… 

4 5e ZZ 9 VIe ZZ... 14 3,14E QQ. 

5 WZe.R.. 10 Ate. 15 ie .C… 


Complexe getallen voorstellen in het complexe vlak 


Een complex getal a + bi wordt volledig bepaald door de reële getallen a en b. 


Met elk complex getal a + bi komt een punt P(a, b) van het vlak overeen en omgekeerd: 


5 Ie imaginaire as 
a + bi 
Ï P(a, b) 
jes 


0 ji @ | X 
reële as 


Het vlak waarin we de complexe getallen voorstellen met punten, noemen we het complexe vlak of 
het vlak van Gauss. De x-as noemen we de reële as en de y-as de imaginaire as. 
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Voorbeeld 


We stellen de complexe getallen van de tabel voor in het complexe vlak. 


complexe getallen Pun ene 4 
P 5 complexe vlak 
—6 5 
3 + 4i (3,4) 3+4i 
—6+5i (—6, 5) 
—4—2i 2) ne 
zi 4 7) Î 
Oi 36 
6 (6,0) 
i (0, 1) 4 
6=6+0:i 
iz0+1:i 
ali 


Op de x-as vinden we alle reële getallen terug omdat een punt (a, 0) het reëel getal a voorstelt. 


Alle imaginaire getallen liggen op de y-as omdat een punt (0, b) het imaginair getal bi voorstelt. 


A0 


Vul de tabel in en stel de getallen voor in het complexe vlak. 


complexe getallen punten complexe vlak 
1 2—3i Al Baart) 
2 243i BL-2...3.) E 
+E 

3 0 Ol Psn Dd) B 
4 —4i D(.0.….,…=4.) 

4H 
5 5 EB, 0) 5 st E - 

‘F 
6 4 H.4.el.) 
JA 
7 —3 G(.= …. dad 0 EN ) TD 
17 

8 i M.O...) 
9 5i+1 Mebin 
10 —5-—5i Kra) 
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Waar vinden we de reële getallen terug in het complexe vlak? 


Waar vinden we de imaginaire getallen terug in het complexe vlak? 


Op. de y-as of de imaginaire asen 


so 


Bepaal de complexe getallen die door de punten worden voorgesteld 


punten in complexe vlak complexe getallen 


AC Sabal 3 + 2i 


(TiS NIET COMPLEX 


IT iS COMPLEX 
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DP Rekenen met complexe getallen 


5 man 


Bewerkingen met complexe getallen voeren we uit zoals bewerkingen met tweetermen waarbij 
we i* vervangen door —1. 


Bereken. 


1 (1+2ĳ)+(-3+4i)= 1.+ 21.3. Ai Ak OU nennen 


4 i(-3+ai)= -3i + 4 = -3i+ 4: (-1) =-3i- 42 -4- Zi 


5 (l+2ĳ)-(-3+4i)= 73+ 4i- bi + Bi = -3 + 4i-6i- 8 = -11 - 2i 


6 (l+2ĳ?= 1 +4i+4i?=1+4i+ 4: (-1)=1+4i-4=-3 + 4i 


Complexe getallen optellen 


Om de som van twee complexe getallen te berekenen, tellen we de reêle delen en de imaginaire 
delen op: 
(7 — 2) +(2+3i) =(7+2) + (-2+3)i 

=O 
De voorstellingen van de getallen en hun som in het complexe vlak zijn drie hoekpunten van een 
parallellogram met de oorsprong als vierde hoekpunt. 
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0 A 


Bereken. 

1 (2-3) +(4+3i)= Ó 6 (3-2) +(4+ij= Ard 
2 (2-ĳ)+(3-4i)= 1D THS BN nam. 
3 (-2-—5i)+(—5-2ij= 7e A 8 3+(3-i)= Ond 
4 3+(A-ij= Arden 9 Mi+5i= AÀn 
5 (l+d)+ti= 1tBÀ 10 (2-ĳ)+(2+i= On 


ne 


Teken de sommen in het complexe vlak en verbind de opeenvolgende punten. 


1 (2+i)+(1+2ĳ) 


rd 


(1 + 2í) + (—1 + 2i) 


3 (-1+2ĳ)+(-2+i) 


4 (2+iĳ+(-2-ĳ) 


5 (D-ùtlsl=j 


6 (1-2) +(1-2ĳ) 


7 (l-2)+(2-5) 


co 


(2) +(2+i) 


Complexe getallen aftrekken 


Twee complexe getallen waarvan de som gelijk is aan nul, noemen we tegengestelde complexe 
getallen: (a+bi)+(—a— bi) =0 


We noteren: _—(a + bi) =-—a— bi 


We lezen: het tegengestelde van a + bi is —a — bi 


8.1 - Complexe getallen in de vorma+bi Bsbtuahais 8 


De voorstellingen van a + bi en —a — bi liggen symmetrisch ten opzichte van de oorsprong. 


Verschil van twee complexe getallen 


Om het verschil van twee complexe getallen te berekenen, tellen we het eerste complex getal en het 
tegengestelde van het tweede complex getal op: 


(8 + 5i) — (4 —7i) =(8 + 5i) + (—4 +7i) tegengestelde van 4 — 7i 


=4+12i complexe getallen optellen 


AI 


Bepaal voor het complex getal zijn tegengestelde en stel beide getallen voor in het complexe vlak. 


tegengestelde 4 
complex getal aol asel 
1 B +3iï De 3Ï Neten -5 3 3i + 3i 
2 EB OO Nast D.-3l 
3 5-—3i a NRO ar -5 Öl x 
4 En EI 
5! 3i -3i | 5 -3i 

5 3i terre ek neme 
jn Ee B 
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13 


Bereken. 


2 (bes bersj= DtPle De AEO anananeeanneninindeidade 


3 (2—3ĳ)-(4+3ĳ)= 2.-.3i-.4.-.3i=.-8=.6Ï 


10 (-1-4ĳ)-(-2-4i)= =de Ait Bt AE Aen 


14 


Teken de verschillen in het complexe vlak en verbind de opeenvolgende punten. 


1 (2+i)—(1+2ĳ) 


Leed 


(1 + 2ĳ) — (—1 + 2ĳ) 


3 (—1+2ĳ)-(-2+i) 


4 Pte) 


& LO eteleis di 


6--l= dell 


7 (l-2ĳ)-(2-ĳ) 


o 


(2-i)-(2+i) 
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Complexe getallen vermenigvuldigen 


Het product van twee complexe getallen kunnen we berekenen zoals het product van twee 
tweetermen waarbij we i® vervangen door —1: 


Am ij) = j j id 
(1 +2i) : (3 +4i) =3+4i+6i+ Si (a+b) (c+d) 
=3+4i+bi-8 


=—5 + 10ï 


Machten van complexe getallen 


Machten van complexe getallen met een natuurlijke exponent kunnen we berekenen zoals 
machten van tweetermen. 


Voorbeelden 
(1+2ĳ)?=1+4i+4i? kwadraat van een tweeterm 
=l+4i-4 i’=-1 
== +4i 
(1 + 2ĳ) =(1 + 2i)(1 + 2) product van machten 
=(-3 + 4i)(l + 2) zie vorig voorbeeld: (1 + 2i}? = 3 + 4i 
=-3-6i+4i+8i’ distributieve eigenschap 
=-3-b6it4i-8 P=-1 
=—ll=2i 
hie product van machten 
=(—1) : (-1I) P=-1 
= ll 


15 


Bereken. 
1 (2-41) (3+i)= 6.+2i-12i- Gif = 6 + 2i- 12+ 4 = 10 - 10i… 
2 (l+i1)(5-—6ĳ)= D.-.6i+ Di - 6i= 5 - 61+ Bit 6 = Al ed 


3 (-7-2i)(-l-3)= 7.+21i+ 2i+ bi =7.+21i+2i-6=1 + 23i 


(-4A+2i)(-5-ij= 20+ 4i - 10i - 2i° = 20 + 4i - 10i + 2 = 22 - bi 


A 
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2i-(4+2iĳ)= Bit 4it= Bi 4 = -4 + Bien 


6 Ae 


Bereken. 


1 


2 


3 


4 


10 


(3-2i)(3+2i)= 9. hit = 9 + 4 13 
(B+i?= A+ 6i+ iz 9 + Oi 1. Bt Of 
(3—7i)(-3-7i)= „49i2 - 9 = -49 - 9 = -D8 nn 


(2-71)(2+7i)= 4. 49i= 4 + 49 =DE 
(V2-i)(V2+i) Nn 
(lt KALE Le Eel Earnest edn 


Q-at= (2- Ai? (2 - Ai) = (4 - 16i + 161) (2-4) 
(4 -_16î -.16) (2 - 4i) =.(-12 - 16i) (2 - 4i) = -24 + 48i - 32i + 64i? SNR 


B-i= A0Aield n= At NA AUB ED. neemen 
=(4 - 4i-1) (4 - 4i-1)= (3 - 4i) (3.- 4i) = 9 - 12i - 12i + 1612 Dn 


81 - Complexe getallen in de vorma+bi Bsbtuukatie 8 


17 AB) 


Bereken de machten van de imaginaire eenheid. 


DS Senne 6 i= if edr (el) le 
EN rennen TI VAE eM Eskannn 
3 == rieel). 8 iP= (N= (eld 
á == feldes Gel). A... 9 iele hetis tete 
NE 10 e= (EE el eel 


Toegevoegde complexe getallen 


Twee complexe getallen met gelijke reële delen en tegengestelde imaginaire delen, noemen we 
toegevoegde complexe getallen. 


We noteren: a+ bi=a—bi 
We lezen: het toegevoegde complex getal van a + bi is a — bi 


De voorstellingen van a + bi en a — biliggen symmetrisch ten opzichte van de x-as. 


Voorbeelden 

5+2i=5-2i 

i=i iz0+1:i 

35 3=340"i 

Product van toegevoegde complexe getallen 

Het product van twee toegevoegde complexe getallen is een reëel getal: 

(5 + 2i) « (5 — 2) =25 — 4i’ (a +b)(a-b)=a? -b? 
=25+4=29 
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Ae 


Bepaal voor het complex getal zijn toegevoegde en stel beide getallen voor in het complexe vlak. 


toegevoegde 4 
complex getal anateanel 
1 A Rn 5 + 3 3i + 3i 
2 543 nn -D - 3i EN p 
3 B=3 IN sad 0 Kj ol 1 5 | 
4 SB ee -D.t 3 í 
„5 - 3 -3i 5 -3i 

5 3E U en -3i kee: 
6 —5 neden erf 5 kee dense 


9 0 


Bereken het product van de toegevoegde complexe getallen. 


1 A+2(Trd= (1+ 21) (1 -2iele-4iele4eB 
2 (5-7) 5-7= (5-7 (5 +7i) = 25 - 491 = 25 +49 =74 
3 (-3+4i)(-3+4i)= (-3.+ 4) (-3 - 4i) = 9 - 16 = 9 + 16 2 2D 
4 (-4-—6ĳ)(-4-6ĳ)= (-4.- 6i) (-4 + 6i) = 16 - 362 = 16 + 36 = DA 
beni NEN arenden annie denkend 
6 (+) (ledledetekelele2.n 
ES nedbet eeredienst 
A 


20 Ae 


Toon aan dat de som en het product van twee toegevoegde complexe getallen reële getallen zijn. 


(a+ bi) + (a+ bi)= (a+. bi) + (a.-.bi) = a+ bi + a.- biz 2a ER. 
(a+ bi)(a + bi)= (a+. bi) (a. bi) = a? - b?i? = a? + DEE Rn 
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Complexe getallen delen 


Om het quotiënt van twee complexe getallen te berekenen, vermenigvuldigen we deeltal en deler 

met het toegevoegde complex getal van de deler. Zo verkrijgen we een reëel getal als deler. 

bb (Sb si 21) 
12 er 2e) 


toegevoegde complex getal van 1 + 2i is 1 — 2i 


ee OO distributieve eigenschap 
1-4 product van toegevoegde tweetermen 
—5+ 10í + 5i + 10 ‚ 
TS CAS 
144 
_5+15i 
5 
= lap Sy 
Merk op 


Het omgekeerde complex getal van a + bi noteren we als (a + bi)": (a+ bij *= Er 
i 


1 A0 


Bereken. 
1 1: (-ĳ)_ -i _ -i 
1 Zn Emer 
iii) zi 1 
„ B-4_ (3-2) (9), 15i+ 10 _15i- 10, 10,15, 2,3, 
ee TE Dpt on ap ehehe 
3 4-7i_ (4-71) (6) _ -24i+42i _ -24i- 42 42 24,_ 7 _ 2, 
ä "“6î - (56ĳ) vaoenrsanereesstnneeree z3ó6ï aevncornsentvasensernerneer 36 venvovnsenvencenserarse 36 venesvsen 3 6 B osnseneeeer 6 oeeeeneees 3 0D, onaeneeer 
ze Arde Let, feite. d d, 
Pr CDT Nr 
si …_i:G+8) _3teaf _3i-2.-2+3i. 2,3, 
CPN SEN CEE ROE CE ee nn 
6 Sti B+1(4-i) _32-8i+4i-i _32-8i+4i+1 _ 33 - 4i 
Per CD NCD er nn er 
„33 _ 4 
ER emendata 
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CT ED SD A Tip en ET 
= -8 -i = _8 = 1, 
Wen pennen dennenpnvaannt 
gij. 1+1)G+i) _3+i+3i+i _3+i+3i- 12+ 4i 
er DTE ee he en 
zeadiedeêi AA Eten ENSOR 
we 55 


o3i G-i(l-i) _5-5i-i+i _5-5i-i-1,4-6i_ 


jo ic (1-2i(2-3i)_2-3i-4i+6i _2-3i-4i-6_ -4-7i 


9 +3i == (253) (2 = 3i) nne Eden de AT ORTE FORE OE ERS Ee Eat, 13 arnnnRee diu dndrdiaden lake 


22 


Bereken. 


‚ C-2(7+2i)_ 49-4i _49+4_ 53 _ _S2+i) _ 106 + 53i 


di ERELEDEN 3 Ee BRam atas dsten nn 2 varcrcerosen 2 DN CAD IN CARD vaornrsssenssen 4 hae aasoneraververnsenvenerrsee 
_ 106 + 53i _ 106 + 53i _ 106 , 53, 
a nn 


, GB-i’_ 9+6i+i _9+6i-1_8+6i_ (B +6) (-3-i) 
EE ETI DIT E n 


z (+2(3+4i)  3+4i+6i+8 _3+4i+6i-8_ -5+10i_ H-1 + Zi) 


(4 E 31)(2 n 5 == B+4i+6is3i 8 +4i+6i-3" 54 10i "ZI * ei) enn 


ETD ge EY 5 5*-B 

„1-2 Iz (1-2, (A+2) (1-2 + (1 + 21 
1+2i + 1-2] TA 2) en (1-2) (1 + 2i) WE (1-2) (1 + zi) hate 
_1-4i+4f+1+4i+4i _1-4i-4+1+4i-4_ -6_ 6 
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1 1 1 1 1 1 


5 enn (+57 = ener ar Tet rea i ETTEN 
NE EE EN NEE EEn ol 
ET en 2i Bin 2i en 2i En En iP Er 


5 Ae 


Gegeven zijn de complexe getallen: c‚=-2+3i c‚=l+i c‚=-2i c‚=-l 


Bereken. 


verts tendens ZE, Cee Bs sdled 


1 +i + -ij {zi 

zesiedies len 1,5, 

Ens DE 
2 an C‚ e‚+cj= …(-2Ï 2 -(-2.+.3i) (-1 (ltd 2=4i-2+3i+1+2i+ie 

z-4-2+3i+1+2i-1=-6 + Di 
3 (ord rett =de AE AE lede lk sleet A BEM on 

SS SO a eetteSediateste eeen 
4 (ete) (e,-e)t= ….(-2.+.3i-…2i) ((1_+i) (-2i))= (+2 +i) (-2i - 2121 


E.r0.+ 3i- 2 (-2-.2i+ Ji + 3i2) - 2i=.-2.+t 3-2 (-D+ i) - 2i Kanten dene edet 


\137 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


Vierkantswortels van een negatief reëel getal 


We weten dat een reëel getal kleiner dan nul geen reële vierkantswortel heeft: 
x’=-49 > xe R 
We zeggen dat -49 geen vierkantswortels in R heeft. 
Rekenen we met complexe getallen, dan kunnen we —49 schrijven als: 
—49=49 « (-1) =49i? 
Er zijn twee complexe getallen waarvan het kwadraat gelijk is aan —49: 
(7i)? =49i?=—49 en (-7í)?=49i? =-49 


De tegengestelde getallen 7i en —7í noemen we de vierkantswortels in C van —49. 


Merk op 


Het wortelteken „/ gebruiken we uitsluitend voor de positieve vierkantswortel van een positief 
reëel getal. Er bestaat geen symbool voor een vierkantswortel van een negatief reëel getal. 


4 A 


Bepaal de vierkantswortels in [R en in C van het reëel getal. 


L 2 3 4 
reëel getal 25 _25 0 —l 
vierkantswortels in R …en=D. | 0 en An 
vierkantswortels in C …en.-D.. | … Bien -Di | NE ien -i 


25 A 0 


Vink elke juiste notatie aan. 


1 J64=8 4 4 3-64 =-4 Vv 
2 v-64=8i 5 J-l=i 
3 64 =-8 Vv 6 Ál=l Vv 
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Rekenen met complexe getallen 


-5+5ĳ 
1+2i 


We berekenen een vierkantswortel van -49, i® en 


TEXAS INSTRUMENTS 
We zetten de rekenmachine in de mode a+bi. 


m [MODE] [w:6-maal = REAL] [D= a+bi] [ENTER] 


Met de toets /_ kunnen we een vierkantswortel in C berekenen van —49. De machinenotatie V—49 
gebruiken we niet in de wiskunde. Om complexe getallen in te voeren, gebruiken we de toets i. 


1-45 
m [2ND](V } -49 [ENTER] m ik 
m [2ND] í [‚e] [ENTER] i si 
m(-5+5i DD] +] KC] 1425 [)] [ENTER] he 


CASIO 
We zetten de rekenmachine in de mode a+bi. 


m [MENU] [1:RUN] [SHIFT] [SET UP] [w: 7-maal = Real] [F2 =a+bi} [EXIT] 


Met de toets /_ kunnen we een vierkantswortel in C berekenen van —49. De machinenotatie V-49 
gebruiken we niet in de wiskunde. Om complexe getallen in te voeren, gebruiken we de toets i. 


m (SHIFT } -49 [EXE] hi 
m (SHIFT) i [x?] [EXE] ús 
a (0 -5+5i DI LEO 1425 DI [ee] hmm 
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2 A 


Bereken met ICT de vierkantswortels in C. Rond het reële deel en het imaginaire deel af op 
3 decimalen. 


4 Vierkantswortels van —-0,4: …0,632i. en -0,632i en 


5 Vierkantswortels van —2,5: …1,581i en sh OBAN nennen entend 


7 AW 


Bereken met ICT. Rond het reële deel en het imaginaire deel af op 3 decimalen. 


SD, vem ien ar NN 
1-i (5 + 4i)(3 + 2i) 
> A) _ 3059-2765 mn 
1 1 
DBE D= 19-13 _ E 
3 (7—2i(3+i) Î „3i 6 BD Gro …0,008i 


ae A0 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 23. Rond het reële deel en het imaginaire 
deel af op 3 decimalen. 


en 24+ 3 


L 
Nisse en Fiene rekenen uit dat En el Ze controleren hun berekeningen met een 


4i 


TI-rekenmachine. Het rekenscherm ziet er als volgt uit: 


F5 
Fte Ji 


Waar zit de fout? …De noemer. 4i moet. tussen haakjes. staan: 
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DP Tweedegraadsvergelijkingen 


30 (ma) 


Gegeven is de tweedegraadsvergelijking x* — 6x + 10 =0. 


2 Hoeveel reële oplossingen heeft de tweedegraadsvergelijking? GEEN. 


3 Toon aan met een berekening dat 3 + ien 3 — i oplossingen in C zijn van de 


tweedegraadsvergelijking. 


-_18 - 6i + 10 


Tweedegraadsvergelijkingen met reële coëfficiënten 


Een tweedegraadsvergelijking ax* + bx + c= 0 met reële coëfficiënten heeft slechts reële 


oplossingen als D= b’ —4ac? 0. 


Als we rekenen met complexe getallen, dan is de vierkantsworteltrekking van een negatief reëel 
getal mogelijk en heeft een tweedegraadsvergelijking altijd oplossingen: 


GE id 

ax*+bx==C 

4a’x* +4abx=—4ac 

4a’x? +4abx+b*=—4ac+b? 


(2ax + b)’=D 


2axt+b=w of 2ax+b=-—w 


2ax=—-b+w 2ax=—-b-—w 
—_b+w —b—w 
N= Kz 
2a 2a 


a,b,ce Rena #0 

beide leden vermeerderen met —c 

beide leden vermenigvuldigen met 4a 
beide leden vermeerderen met b? 
volkomen kwadraat ontbinden 

b? -4ac=D 

w en —w zijn vierkantswortels in C van D 
beide leden vermeerderen met —-b 


beide leden vermenigvuldigen met == 


\ 141 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


Wortelformule in C 


De wortels van een tweedegraadsvergelijking ax* + bx + c= 0 met reële coëfficiënten berekenen we 
in C met de formules: 
-b+w -b-w 


x= x= w en -w zijn vierkantswortels in C van D = b? - 4ac 
2a 2a 


Als D > 0, dan is w= |D en zijn er twee verschillende reêle wortels x, en x,. 
Als D= 0, dan is er één reële wortel x= 0 


2a 
Als D <0, dan zijn er twee verschillende complexe wortels x, en x. 


Voorbeelden 


Als we tweedegraadsvergelijkingen oplossen met de wortelformule, berekenen we eerst de 
discriminant. 


x*—6x+10=0 a=1 b=-6 c=10 


D=(-6)?-4-1-10 


=36-40=-4<0 D= b?-4ac< 0 
w=2Zi w is een vierkantswortel van -4 
—(—6) + 2i —-b+w 
Dhn x= 
1 Oe u 2a 
6 + 2i 
= =3+i 
6—2i Ee 
1 Tse ld 
2a 
x°—3x+6=0 a=1 b=-3 c=6 


D=(-3)?-4:1:6 


=9—M=-15<0 D=b?-4ac<0 
w=Nl5i w is een vierkantswortel van —15 
5 _(-3)+ [Isi btw 
1 Dj) hó il IT 2a 
3 + J15i 
= BEE =1,5+1,94i afronden op 2 decimalen 
3—v15i -b- 
ee ee ad 
2 2a 
Merk op 


Als D <0, dan zijn de twee wortels toegevoegde complexe getallen. 
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31 
Los op in C met de wortelformule. 


1 x°-4xt+5=0 


D= 16 - 20 = -4 


(eN) 
& 
De 
I 
eN 
& 
+ 
oo 
6) 
5 
II 
o 


D=4- em z-4 EE 

Meneer 
-2+2i_1 1 

He Dig 
EN EN F 

KF tgd nnn 


7 2x? +5X+6=0 


D= 25 - 48 = -23 


w= V23i 


X2.r1,25.=. 1,20 


8.1 - Complexe getallen in de vorma+bi Bsbtuukatie 8 


2 x°—-4x+13=0 


D= 16 - 32 2-36 


A 


17x° -2x+1=0 


D=4-68=-64 


w=Bi en 
Rn 
34 17 17 
=d. 4; 
XE. 177 7 ensen neet 


WR ee 
| 

XE 7 
-5-3_-8_ 

X5 OI 4 ed sn re tekno iseen aranea 


NEE WEE Kl Bent ON EEEN 


X2.0,5.- 0.87 
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9 4x? -3X+3=0 


D=9-48=-39 


w.= V39i 
n 3 + V39i _ o 38 + 0,78i 


Ki Ean gr MS0 0, AB 


x,.=.0,38.-.0,78i……… 


32 


1 
1 —x°+18=0 
2 


Et JO Oene HO 


Ied 
& 
I 
e 
I 
® 
Ke 
Ad 


Los op in C met de meest geschikte methode. 


10 x°+7x+12,5=0 


D= 49 - BO =z-1 
A 
-7J+i_ 7.1. 
Hes etl ES 
NE NE 
X.= Od 2 En 2! enn Reen 
2 3x°+7=0 
JX =- fe 
7 
OA 
Me nnn 
= Lá = zl 
KE |Z Deef of. =.e4f 3 SEN 
KR Ne Xx =.-1,53i………… 


Rd EIER EN Aa Bach EN 
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5 rk =0 6 (&-3) (443) 5x 2}? =0 

4x? + IX +8 =O (-6) Xx. - 9 - D(x?- 4x +4)=0 
D=9-4:4:8=-119.. XxX. - 9 - Dx + 2x - 20 = 0 
RN traanmnmemntm  d AXE + 2OX - 29. = Oa 
xn Zed mt  À EE 
a =.-0,38 + 1,361 D= (-20)?- 4: 4: 29 = -64 
xo= -0,38 - 1,36i W=8i 
KAAR ar 
DEERD neemen 


Tweedegraadsvergelijkingen oplossen in C 
We berekenen de oplossingen in C van de tweedegraadsvergelijking x? — 6x + 10 = 0. 


TEXAS INSTRUMENTS 


Met de toepassingentoets APPS kunnen we de toepassing PolySmlt 2 oproepen. In het MAIN 
MENU kiezen we de optie POLY ROOT FINDER. 


m [APPS] P (w:tot PlySmlt2] [ENTER] [ENTER] [1: POLY ROOT FINDER | 


Lid _______HAINNMENU | 
er1oden FB FOLY ROOT FINDER 
"Periadic È: SIMULT EAN SOLVER 
MP1 -emlte= zE: AEOUT 
sPalsSmlt ú: FOLY HELF 
sProb Sim E: SIMULT HELP 
sPuzzPack 6: QUIT FOLYENLT 
JP&riad 


We voeren de graad 2 van de vergelijking in en kiezen voor het oplossen van de vergelijking in C 
(a+bi). We drukken de toets F5 (NEXT) en voeren de coëfficiënten in. 


m [F5:NEXT] 1 [ENTER] —6 [ENTER] 10 


FOL ROOT FINDER HOLE az xitaixtan=0d 
ORDER AB24EG?Baiù az=i 

REAL EER retain ai="6 

GEL] FRAC an =1d 


Wd £CI ENG 

FLOAT RE EREN: E, 
KADIAN AAA 

[MAIN H 
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We drukken de toets F5 (SOLVE) om de vergelijking op te lossen. 
m (F5: SOLVE] 


az xetaixtan=d 
1 BS 
ze zal 


MAIDSMODENCDEFN <10 UF 4D) 


De oplossingen in C van de vergelijking zijn 3 + ien 3 —i. 


CASIO 
In het menu EQUA kiezen we voor het submenu Polynomial. 


m [MENU] [A: EQUA] [F2: POLY] 


We voeren de graad 2 van de vergelijking in. Daarna voeren we de coëfficiënten in. We kiezen voor 
het oplossen van de vergelijking in C (Complex Mode: a+bi). 


m (F1:2) 1 [EXE] —6 [EXE] 10 [EXE] [SHIFT] [SET UP] [W: 4-maal] (F2: a+bi) [EXIT] 


olynomial asE+DArC=H 
Data Exists In Memory E ee -: 
c ! 6 MND 
Dearee: 2 
Dearee? 18 
EF EP EF EF zo KE [CC [Eorr 


We drukken de toets F1 (SOLV) om de vergelijking op te lossen. 
m (F1:SOLV] 


De oplossingen in C van de vergelijking zijn 3 + ien 3 — i. 


3 AB 


Controleer met ICT de rekenresultaten van opdracht 31. 


& 
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Uitdagingen 


Op de planeet Quaternion rekent men met onze reële getallen en de gewone 
vermenigvuldiging, maar ook nog met drie symbolen í, j en k die op de volgende manier 
worden vermenigvuldigd: 


ii=l j'j=l krekel ijek j:k=i krizj 


Als je bovendien weet dat de vermenigvuldiging op Quaternion associatief maar niet 
commutatief is, wat is dan k : j : i? 


(A) 1 (B) —1 (©) i (D) j (E) k 


Vlaamse Wiskunde Olympiade p 
zie pagina 216 


Gegeven is de voorstelling van een complex getal c in het complexe vlak. Bepaal via 
meetkundige weg de voorstelling van: 


1 c+i 28G 3 C+2-—i 4 —C+2i 


zie pagina 216 


Bewijs de eigenschappen voor toegevoegde complexe getallen. 


1 C‚+C,=C, +C, 2 Cr 06 6 


Aanwijzing: stelc,=a, +bienc,=a,+b‚imeta,b,a,b,e R 

zie pagina 217 
Toon aan: (a Sie bi)” = en md me 

Deli DE Akis 

zie pagina 217 

Als i® =—1, dan is (i—i *)"* gelijk aan 
i i 

(A) 0 (B) —2i (©) 2 OE NE 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 

zie pagina 217 
(Lei) _(l-i) 
(l-i)® (l+i)’ 


Bereken: 


zie pagina 218 
Los de hogeregraadsvergelijking op in C. 
1 (A -3)(x°+1)=0 Be 
2 x°-8=0 4 x'-x°-20=0 


zie pagina 218 
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p 


& 


ga Vraag & antwoord 


© © © © 


© © © 


Wat is de imaginaire eenheid? 


Het getal i met kenmerk í#” = —1. 


Wat zijn de oplossingen in C van de vergelijking x° = —1? 


ien —í. 


Wat is een complex getal? 


Een getal van de vorm a + bi met a en b reële getallen en i® = —1. 


Geef het reële deel en het imaginaire deel van het complex getal 3 + 4í. 


Het reële deel is 3 en het imaginaire deel is 4. 


Onder welke voorwaarden zijn a + bi en c + di gelijke complexe getallen? 


Alsa =cenb =d. 


Hoe noemen we het vlak waarin we de complexe getallen voorstellen? 


Het complexe vlak of het vlak van Gauss. 


Geef het tegengestelde complex getal van 3 + 4í. 
-3 — bi 


Geef het toegevoegde complex getal van 3 + 4ú. 
3 — ái 


Wat zijn de vierkantswortels in C van —4? 


2i en —2i. 
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8.) Complexe getallen in de goniometrische 
’ vorm 


D- Goniometrische vorm 


1 ree 


Het punt P is de voorstelling van het complex getal 1 + /3i in het complexe vlak. 


1 Bereken de afstand r van het punt P tot de oorsprong O0. 


te elias Weds ASD nne ad 


3 Duid in het complexe vlak het punt Q aan dat op een afstand 3 van de oorsprong ligt zodat de 
hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OQ gelijk is aan 90°. 


4 Bepaal het complex getal dat voorgesteld wordt door het punt Q. … …3Î……… 


5 Duid in het complexe vlak het punt R aan dat op een afstand 2 van de oorsprong ligt zodat de 
hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OR gelijk is aan 180°. 


6 Bepaal het complex getal dat voorgesteld wordt door het punt B. ……=2 
7 Duid in het complexe vlak het punt $ aan dat de voorstelling is van 3 — 2í. 

In welk kwadrant ligt S? … Inhet. vierde. kwadrant... 
8 Duid in het complexe vlak het punt 7'aan dat de voorstelling is van —1l — Sí. 


In welk kwadrant ligt 72 In het derde kwadrant 
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Een complex getal in de goniometrische vorm schrijven 


Het punt P(a, b) is de voorstelling van het complex getal a + bi in het complexe vlak. 
De afstand van het punt Ptot de oorsprong 0 stellen we voor met de letter 7. 


De georiënteerde hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OP duiden we aan met 0. 


In de rechthoekige driehoek OPP'kunnen we de cosinus en de sinus van de hoek « als volgt 


omvormen: 
[OP Ren 
COS A= —_— en SINDS cosinus en sinus van een hoek 
|OP/ [oP] 
a 5 Een 
Cos 4 = — sin 4 =— zie figuur 
A Yr 
a=r cos b=rsin « beide leden vermenigvuldigen met r 


We kunnen het complex getal a + bi schrijven als: 
a+bi=rcos A+ (rsin oi a=rcos& _ b=rsina 


a+bi=r(cos A+isin Cf) r afzonderen 


De uitdrukking r (cos a + i sin of) noemen we de goniometrische vorm van het complex getal a + bi. 
+ De afstand r noemen we de modulus of de absolute waarde van het complex getal a + bi. 

We noteren: r=|a+ bi 

Welezen: _ risde modulus van a + bi 
+ De georiënteerde hoek q noemen we het argument van het complex getal a + bi. 

We noteren: A= arg(a + bi) 


Welezen: ishet argument van a + bi 


Modulus en argument van een complex getal berekenen 
Het punt P(a, b) is de voorstelling van het complex getal a + bi in het complexe vlak. 


Om het complex getal a + bi in de goniometrische vorm te schrijven, berekenen we eerst zijn 
modulus r en zijn argument @: 
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|OP|= a —0)° +(b—0) afstandsformule 


r=va’ +b? zie figuur 


[PP 
tan A= 5 tangens van een hoek 
[OP] 
b E 
tan 4 = — met a # 0 zie figuur 
a 


Omdat antisupplementaire hoeken dezelfde tangens hebben, vinden we met de laatste formule 
twee hoeken. Door de ligging van het punt Pin het assenstelsel na te gaan, kunnen we de juiste 
keuze maken voor het argument a. 


Voorbeelden 


We schrijven het complex getal 1 + iin de goniometrische vorm. 


Modulus: r=VI? +1? =V2 r=va'+b? a=1 b=1 4 
1 l+i 
Argument: tan «=—=1 tan q= Ee À 
1 a p 
tan O= tan 45° df 
A=45° +k: 180° tangens van 0 (NE 
antisupplementaire hoeken 
=45° af in het eerste kwadrant 
Complex getal: 1 + i=/2(cos 45° + í sin 45°) r(cos a + i sino,) 
We schrijven het complex getal —1 + iin de goniometrische vorm. 
Modulus: r=(-1)? +1? =V2 r=va'+b? a=-1 b=1 7 
1 _l+i 1 
Argument: tan 4=—=—l tan g= a 
zi a 
@ 
tan .= tan (—45°) 
0 1 X 


A=—45° +k: 180° tangens van 
antisupplementaire hoeken 


A=—45° + 180° = 135° a in het tweede kwadrant 


Complex getal: —1 +i= f2(cos 135° + isin 135°) r(cos a+ i sina) 
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De modulus en het argument van reële getallen en imaginaire getallen zijn af te lezen in het 
complexe vlak. 


Voorbeelden 


We schrijven het reële getal —3 en het imaginaire getal 4i in de goniometrische vorm. 


Modulus: r=3 —3 ligt op de x-as y 
Argument: a = 180° zie figuur 
Complex getal: —3= 3(cos 180° + í sin 180°) r(cos a + i sine) 180 se 
5 Sr Ol Ze 
Modulus: r=4 &i ligt op de y-as 
Argument: a = 90° zie figuur 
Complex getal: 4i= 4(cos 90° + i sin 90°) r(cos a + i sinot) 


2 NE 


Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 
goniometrische vorm. 
1 2i= .2(coS. 90° + i sin 90°). 2 -5= B(cos 180° + i sin 180°) 


3 —3i= 3(cos 270° + i sin 270°) ………… 4 7= …J(cos. 0? + isin 0®) 


> 


Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 
goniometrische vorm. 


1 344 


tan a = tan (63,434...°) 
a.=.03,130...2.e k.:.180° A=63,434...° +k: 180° 
EDI ARO ererwennnnmneneid aeI A.=.63,434...° +1 : 1802 ae 
ende en = 243,434.….2 


3+4i= …B(cos 53,1 + i sin 53,12). _1-2i= V5(cos 243,4° + i sin 243,4°) 
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Ss —— 5 _3 a) = el „a 
tan q= =- Denans OH tan a = En B ereen 
tan a = tan (-56,309...°) tan a = tan (-11,309,..°) 
x= -56,309.,.° +k : 180° @=-11,309...° +k : 180° 


0 a € II = -11,309,,.° +2 : 180° _ ae IV 


<a a 


Schrijf het reëel getal of het imaginair getal in de goniometrische vorm en stel het voor in het 
complexe vlak. 


2 3i=…3(coS 90° + i sin 90°) 5 1= (cos 0° + isin 0°) = cos. 0° + i sin 0° 
3 —2,5=.2,5(cos 180° + i sin 180°) 6 i=1(cos 90° + isin 90°) = cos 90° + isin 90° 


{-2i 


\153 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


s Ae 


Bepaal van het complex getal de modulus en het argument. Schrijf het complex getal in de 
goniometrische vorm en stel het voor in het complexe vlak. 


1 LB+i 2 DAD 


tan a=_tan (-30°) tan.a. =.tan 4D? 
@%.=.-30°.+ k: 1809 a=.45° +k: 180° 
a=-30° +2: 180° aem a=45° +1: 1809 ae IT. 
al ee AO eneen 
23-2i= eos 330° +isin330°)  -—4-4i-4V2(cos 225° + i sin 225°). 
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eN 


Schrijf het complex getal 5 in de goniometrische vorm. 


EP ot” ES ADEREN TE: =S REVE HRe weeken EREA 
ier (lenten Ae ii 2 2 

de. Meos. DOES DOE). neren en dee 

ie eeen tenen anee 
—l 


Modulus en argument van een complex getal berekenen 


We berekenen de modulus en het argument van —1 + i. 


TEXAS INSTRUMENTS 


We stellen de rekenmachine in voor het rekenen met zestigdelige graden. Met de opties abs en 
angle uit het rekenmenu CPX voor complexe getallen berekenen we de modulus en het argument. 


m [MATH] [P:2-maal] [5S:abs( } —1+i [ENTER] 
(MATH] [B-: 2-maal] [4 angle( } —1+i [)] [ENTER] 
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1-14 | 
1. 41421 5562 
anale -1+i} 
155 


De modulus is 1,414. en het argument is 135° 


CASIO 


We stellen de rekenmachine in voor het rekenen met zestigdelige graden. Met de opties Abs en Arg 
uit het rekenmenu CPLX voor complexe getallen berekenen we de modulus en het argument. 


m [MENU] [1:RUN] [OPTN] (F3: CPLX] [F2: Abs] —1 +i [EXE] 
(F3: Arg] [((] -1+ i [)] [EXE] 


De modulus is 2 en het argument is 135°. 


7 de 


Bereken met ICT de modulus. Rond af op 2 decimalen. 


h Eren need 5 7+rij=7,07 
2 |8-6ij= 10 6 |2-3i= 3,61 
3 |l eentiende 7 |l DAO ereen 
de Sk A mtanndeenendenen Nn 


s al 


Bereken met ICT het argument. Rond af op 2 decimalen. 


1 arg(l-i)= 45° (of. 315°) 5 arg(-6+i)= 170,54° 
2 arg(J3 —i)= 30° (of_3302)… … … 6 arg(-2+3i)= ……123,69° 
3 ard BAAS eee 7 arg(-4-7i)= ….….=119,74°. (of.…240,26°) 
4 ars(8+91)=…4B,37°… 8 arg(—V2—/3i)= -129,23° (of 230,77°) 
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0 


Bereken met ICT de modulus en het argument. Rond af op 2 decimalen. 


Schrijf het complex getal in de goniometrische vorm. 

1 3-4i= … (cos 306,87° + i sin 306,87°) en 
2 5-6íi=…7,81(cos.309,81° + isin. 309,81). 
3 T+ 25(E0S ITA ASML AA Doerne ennns 
4 Idi A Glteus- 123,09 tin 123 OD Neenee enen 
5 —128 + 128V3 i= …256(cos-120°.+ isin. 120°)…… nn 


6 3 + Ti n 0,5(cos 30° + isin. 30°) … nn 


0 A 


Schrijf met ICT het complex getal in de vorm a + bi. Rond a en b af op 2 decimalen. 


1 _2(cos 60° + isin 60°)=…1.+ 1,73Ï en 
2 Alcon 330 +tem 340) 04,33 B Menen nnee neten eri etideeita. 
a. dear 180 rain LEUS MN tanninen ien 
4 eos 1,57 + isin 1,BR = ak... 
SES neee AEN ete eenen 
6 3 eos + ran 2) =.A,B=2,60i en 


A 


Controleer met ICT het rekenresultaat van opdracht 6. 
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DP Rekenen met complexe getallen 


Herken de goniometrische formules voor sinus en cosinus en herleid de goniometrische 
uitdrukkingen tot één goniometrisch getal. 


1 oscars den D= E05 ES eee 


Complexe getallen vermenigvuldigen 


Het product van twee complexe getallen r (cos ot, + i sin c‚) en r‚(cos of, + i sin of, kunnen we 
berekenen als volgt: 


r(cos a, +isin a): r, (cos a, +isin ,) 

=r,r(cos q, + isin c‚)(cos x, +isin o,) commutatieve eigenschap 
=r,r,(cos ot, cos @, +icos of, sin A, +isin «, cos U, +i’ sin A, sin ,) distributieve eigenschap 
=r,r,(cos a, cos a, +icos q, sin A, +isin A, cos ‚sind, sind)  H=-1 

=r,r,[(cos a, cos a, — sin a, sin O,) + i (sin o, cos 0, +cos a, sin O,)] complexe getallen optellen 
=r,r,leos(a, + a) + isin (ot, + 0,)] somformules voor sinus en cosinus 
We stellen vast: 


+ _de modulus van het product van twee complexe getallen is het product van hun moduli; 
+ het argument van het product van twee complexe getallen is de som van hun argumenten. 


Formule: r (cos, +isin o,) : r‚(cos q, + isin o,) = rr [cos(, + A) +i sin(a, + 0,)] 


Voorbeeld 

3(cos 20° + isin 20°) : 2(cos 30° + i sin 30°) 

=3 : 2 [cos(20° + 30°) + í sin(20° + 30°)] complexe getallen vermenigvuldigen 
=6 (cos 50° + í sin 50°) 
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15 A 


Bereken het product. 

1 _2(cos 75° + isin 75°) + 3 (cos 150° + í sin 150°) = … Ó(cos. 225? + isin. 2252). 
2 (cos 45° +isin 45°): (cos 225° +isin 225°)= … … cos. 270° + isin 270° = -i………… 
3 4(cos 30° + isin 30°) + 8 (cos 150° + isin 150°) = … 32(cos-180°.+ isin 18 E38 En 


ee 


Vermenigvuldig het complex getal met de imaginaire eenheid. Stel het complex getal en het 
product met de imaginaire eenheid voor in het complexe vlak. 


b == c‚=-3i 
Rn cri=.r3irl i=-3Ï 2 3 
c‚=2(cos 45° + i sin 45°) c‚=cos 135° + í sin 135° 
Cr i=… 2(cas. 45° + isin. 4D). A. 6 tm k0O8 AAD & LUN ARDEN AN ners 
=2(cos 45° + isin 45°) (cos 90° + isin 90°) z= (cos 135° + isin 135°) (cas. 90° + isin. 90°) 
‚=.2(cas. 1352..+ isin. 13D2).… Ee NT AE OE AN 
4 
90° 
Cz ri C3 
È 
X 
ri 
go? 
lt 
Ë 90° 
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Wat is de meetkundige betekenis van het vermenigvuldigen van een complex getal met de 
imaginaire eenheid? 


Een. complex. getal. vermenigvuldigen. met. de. imaginaire. eenheid betekent. … 
meetkundig dat we de. voorstelling van het complex getal draaien om. de. oorsprong 


O over een positieve. rechte hoek... 


15 


Bereken het product en stel het voor in het complexe vlak. 
Over welke hoek is de voorstelling van 2 + Si gedraaid? 


OAT CDI rn 
Gedraaid over een hoek van 180°…… . 

2 (2+3di®= (2+3Ì) : 2: iz (2 + 3) (-i) = -2i - 3 = 3-2 
Gedraaid over een hoek van 270°……… 


3 (2+3Di*= (A+ 3): tt Bz (A+ 3D: (DD) (-1)= 23 


Gedraaid over een hoek van O° 
4 
2 +3ï 
(2 + 3i) i* 
180°_—1 
1 X 
(2 + 3i) i° 
270 
2 + 3i) i 
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Complexe getallen delen 


Om het quotiënt te bepalen van twee complexe getallen c‚=r, (cos , + isin q,) en 


c‚=r, (cos A, + isin @,) moeten we een complex getal c=r (cos O+ isin 0) zoeken dat voldoet aan: 


C 
De 
C 
CEG beide leden vermenigvuldigen met c, 


r (cos a+ isin «) : r, (cos a, +isin q,)=r, (cos A, +isin a) 


rr, [(cos (a+ a) +isin (a+ a,)] =r, (cos a, + isin a) complexe getallen vermenigvuldigen 
rr en a+, =O, + k- 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 
i o 
r=— en a=0,— A, +k: 360 
Ijs 


We stellen vast: 


+ _de modulus van het quotiënt van twee complexe getallen is het quotiënt van hun moduli; 


‚ het argument van het quotiënt van twee complexe getallen is het verschil van hun argumenten. 


r,(cos «, +isin x r, ee 
ELD 5 [cos (4, - 4) +isin(, -X,)] 
r‚(cos, tisina,) rr, 


Formule: 


Voorbeelden 
6(cos49° + isin 49°) 
3(cos14° + isin 14°) 


ml [cos (49° — 14°) + í sin (49° — 14°)] complexe getallen delen 
3 


= cos 35° + isin 35°) 


Ook het omgekeerde van een complex getal kunnen we berekenen met de formule voor het 
quotiënt van complexe getallen. 


1 
2(cos60° + isin 60°) 
1(cos0° + isin 0°) ‚ : Ee 

De goniometrische vorm van het reëel getal 1 

2(cos 60° + isin 60°) 

Ĳ o 0 o 
== [cos (—60°) + i sin (—-60°)] complexe getallen delen 

jd, 


= > (cos 300° + í sin 300°) 
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6 AW 


Bereken het quotiënt. 


4(cos315° + isin 315° Pr 
gaf aeeeneetnneteenee 
2(cos 300° + í sin 300°) 


5(cos 90° + isin 90°) 5 


u 45° + i sin 45° 
2 Meosd8r + isin 45) ==” 2 (cos.459 8 B ASIN ADN 
ECE 


3(cos120° + isin 120°) 


4 Ô Î 
nn 


5 S2(eosl0'+isinl0) VZ, os (-90°) + i sin (-90°] = V(cos 270° + i sin 270°) 


2(cos100° + isin 100°®) "2 2 
= _Ve, 
gene 
1 1(cos 0° +isin0®) 4 bee Gl o 
6 (CBOO + Zan 300) „Tlos 300° +1 sin 300) "7 1°95-(-300.) + isin (300) 
5. (eos 60° + isin 60°) aranea eeen 


cos15° + isin15° 1 EN nn ö 1 ö de ö 
EE -180 -1807)] == 180 n_180 
7 TEENS „lees ( „1807 ).+ isin (-1807 )1= 5 (cos 1807 + i sin 1807 ) 


Nn 
Ez: eeen neede 
i _ 1(cos 0° + isin 0®) _ dr ers Rs 
8 nen Berten eG). Lein. GA) en: 
esn SSM ID re EEG 


7 


Deel het complex getal door de imaginaire eenheid. Stel het complex getal en het quotiënt met de 
imaginaire eenheid voor in het complexe vlak. 


c‚=2 c‚=-3Ï 

C‚_ -2_-2:(-i)_ ai _ 2i c,_ -Y__ 

i B venenen (Ei) vereen er eeen 1 veveneversenenensversen i a veneversereeee Ee veneevenenenenevensvervsenvensversvenenenevensvervevevenevenen 
=.2i 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm 


c‚=2+3ï c‚=-1-4i 
ED e‚_ 1-4 (1 - 4) (oi) 
i Î 1: (-ï Fi ETE Tren EE TE OE 
-2i - 3i _ -2i +3 2 je 

” 5 EE _i+4i _i-4_ 
Bj en T53 en Rhens TE pmte a 
c‚=2(cos 45° + i sin 45°) c‚= cos 135° + í sin 135° 
C;_ 2(cos 45° + i sin 45°) C‚_ cos 135° + i sin 135° 
EEn nn Phn en 


sf TEE TEE 
sand =.2[cos.(-45°).+tisin(-45°)l……. …=608.4D° + isin 4D2 


ed =.2(cos 315° + isin. 315°) … 


_ cos 135° + i sin 135° 


NA 
3 
C; o 
ca -90° ï En -90 
ai -90°/ 
C 5 Ce -90° 
ï Ei 
1 1 kid 
-90° ie 
o ; 3 
EE OE OA EO LN 
4 


Wat is de meetkundige betekenis van het delen van een complex getal door de imaginaire 


eenheid? 


Een complex. getal. delen door. de. imaginaire eenheid betekent meetkundig. .dat……. 


‚we. de. voorstelling van het complex getal draaien om de. oorsprong O over een … 


negatieve rechte. Oek oconnori 


Hoofdstuk 8 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


Complexe getallen tot een macht verheffen 


De n-de macht van een complex getal r(cos + i sin 0) kunnen we berekenen als volgt: 


[r(cos a+ isin 0)}" ne N 
=r(cos a+ isin 0) : r(cos X+isin 4) « … * r(cos U + isin 0) macht met natuurlijke exponent 
n factoren 
=r:r.….:r[cos(@+ A+ … + 0) + isin + + … + 0)] complexe getallen vermenigvuldigen 


=r"(cosn4+ isin ne) 


We stellen vast: 

+ _de modulus van de n-de macht van een complex getal is de n-de macht van de modulus van dit 
getal; 

‚ het argument van de n-de macht van een complex getal is gelijk aan n keer het argument van dit 
getal. 


Formule: [r(cos a + isin g)}" = r"(cos na + i sin not) ne N 

Voorbeeld 

[2(cos 25° + isin 25°)]* 

=2®[cos(3 : 25°) +isin(3 - 25°)] macht van een complex getal 
=8(cos 75° +isin 75°) 


Formule van De Moivre 


Als we in de formule [r(cos «+ isin 0)}" = r"(cos na. + i sin no) de modulus r gelijk stellen aan 1, 
dan verkrijgen we de formule van De Moivre : 


(cos A + i sin )" = cosnat + isin nat 


Voorbeeld 
Met de formule van De Moivre kunnen we sin 24 en cos 20 uitdrukken in functie van sin « en cosq. 


cos 24+ isin 2x 


= (cos «+ isin %)° formule van De Moivre 
=cOos* A+ 2 icos sin «+ i’ sin? a kwadraat van een tweeterm 
=cos? A+ 2 icos A sin A— sin? P=-1 

= (cos? «— sin? 0) + i(2 cos «sin C) complexe getallen optellen 


Omdat gelijke complexe getallen gelijke reële delen en gelijke imaginaire delen hebben, mogen we 
schrijven: 


cos 20= cos? 4—sin? « en sin24=2sin «cos 4 


Deze formules voor de cosinus en de sinus van een dubbele hoek staan bekend als de 
verdubbelingsformules voor cosinus en sinus. 
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A 


Bereken de macht. 


1 [2(cos 30° + isin 30°)J'= …16(cos 120° + i sin 120°) 


2 [V3(cos 100° + isin 100°)]* = … 3(cos. 200° + isin. 200°)…………………… 
3 [3(cos 140° + isin 140°)] = …27(cos. 420° + i sin. 420°) = 27(cos 60° + i sin 60°) … 
4 [B(cos 180° + i sin 180°)]° = … A... 
5 [cos (-20°) + isin (-20°)]? = … cos. (-100°) + i_sin.(-100°) = cas. 260° + i sin. 260°. 


6 [cos 300° + isin 300°]* = cos. 900° + i sin 900° = cos 1802 + i sin 180% = +1. 


19 


Bereken de eerste negen machten van 1 + í Stel deze getallen voor in het complexe vlak. 
Verbind de punten met een vloeiende lijn. 


1+iz V2leos 45° + isin. 45°) 
(l+i)!= [V2(cos 45° + isin 4B°)J……n 
nnen (Ve). [cos.(n…:.45°).+ isin. (Nn. ABO). 
CLIP eneen ee Tt 
(eon neee eene ane 
(L+i)?= …(V2y (cos 90° + i sin. 90°) = Zin 
(L+i?= …(V2) (cos 135° + isin 135°) = -2+ in 
(L+i)*= …(V2) (cos 180° + i sin 180°) = +4 
(L+i)5= …(V2) (cos 225° + i sin 225°) = -4 - Ain 
L+i°= …(V2) (cos 270° + isin 270°) = -Bi……… en 
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(l+57= (V2) (cos 315° + isin 315°)=8-8i 
(l+d*= (V2) (cos 360° + i sin 360°) = 16 
RA 
ESD 
+ ij l 
CED) ë : 
Ol 1 +) (1e Ê* 
(A+ ij? 
ale pf (+ 7 


20 


1 
Bereken de eerste vijf machten van E in ri Stel deze getallen voor in het complexe vlak. Verbind 


de punten. 
En 5 1 - Î 
Flag taz Salar Sl: Bp 


1 o « « o 
Pi „=z-(cos.30 ek A 


2 2 
ti) 5 (4) ceos 60° +: sin 60° z0,13 +0.22i 
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21 (Af (ej 
Stel n= 3 in de formule van De Moivre. Leid hieruit formules af voor sin 34 en cos 3 in functie 
van sin @ en cos Q. 


(cos a + i sin 0) = cos 3a+ isin ZA 
= (cos a+ isin o)° (cos a + isin 0) 
= (cos? «+ 2i cos asin a + isin? 0) (cos + Î Sin) 
=_(cos? a + 2i cos asin a - sin? 0). (cos a+ À Sin.) 
=.c0S° A+ i cos? a sin. a. + 2i cos? a sin a + 2i? cos a.sin?. a.- sin? a.cos ai sin? a 
=.coS°. A+. 3i. cos? asin a. 2.cos asin? a.- sin? cos A-iSINS OA 
=.cos*. A+ Ji. cos? asin. a.-.3.sin?. a cos A-À.SINS en 
=.(cos° a -…3. sin? a.cos_d). + i(3.cos? asin. a siN® 0) en 
>.C0S 3A4.=.c0S°.Q.-.3.sin?. A.COS Aen... sin. 3a.=.3.cos? asin. a-. sin? a… 
COS A= 3(1 - COS? A) COS A = 3(1 - sin? a) sin a - sin? a 
nF. GOS? A= 3 COS A+ 3 COS AS Sin A - 3 sin? a - sin? a 


Cos 3a = 4 cos? a - 3 COS A sin 3a = 3 sin a - 4 sin a … 


\167 


Hoofdstuk 8 Complexe getallen 


168 / 


Vierkantswortels van een complex getal 


Om een vierkantswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos A+ i sin 0) zoeken we een 
complex getal c'= r"(cos ol’ + isin °) dat voldoet aan: 


GS 


[r(cos a’ + isin ol’)? =r(cos «+ isin c) 


r (cos 20’ + isin 20’) =r(cos «+ isin cf) macht van een complex getal 
gf en 24 =A+k:360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 
Ed el 04 lo} EET 
r=dr en OSD vergelijkingen oplossen 
2 20 r>0 


De vierkantswortels van r(cos «+ i sin of) zijn: 


vr|cosl Ze [5e tao) +ssn( + k: iso) ke zZz 


Door K gelijk te stellen aan 0 en 1, verkrijgen we twee tegengestelde vierkantswortels: 


[04 [04 
i—i): vrl cos + rn) 


(04 Er (04 
. k=l: vrl eosf + 1eor + rm( Zeo) 


OR O7 
= Jr (oss —LsIn 2) cosinus en sinus van antisupplementaire hoeken 


4“ ,. A 
=Nr (cos ar sns) —1 afzonderen 
D 2 
Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van deze 
vierkantswortels. 


Formules voor de twee tegengestelde vierkantswortels van r (cos @ + i sin 0): 


OA O7 a .. a 
w‚= vr eosd vins) en w‚= r(cos{ visi) 


Voorbeeld 
We berekenen de vierkantswortels van 1 + NE À 


We schrijven het complex getal eerst in de goniometrische vorm en passen de voorgaande 
formules toe. Daarna schrijven we elke vierkantswortel opnieuw in de vorm a + bi. 


Goniometrische vorm van 1 + NS ie 


2(cos 60° + í sin 60°) r=2 en A=60° 


Vierkantswortels van 1 + SE ĳ: 


60° 60° 
wa cos 5 + isin 5 ) 


= J2(cos30° + isin 30°) 
=1,22+0,71i 


w‚=-1,22-0,71i 
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A 
Jr |cos—+isin— 
( 2 il 


afronden op 2 decimalen 


tegengestelde vierkantswortel 


22 A lB) 


Bereken de vierkantswortels van het complex getal. Schrijf de vierkantwortels in de 


goniometrische vorm. 


1 4(cos 60° + i sin 60°) 


wo = Vacos «isin 5) - 2(ces 30° « : sin 30°) A 

w‚…=.=2(cos 30° + i sin 30°) = 2(cos. 210° + isin 2109). 
2 2(cos 90° + i sin 90°) 

w‚ = Vafcos %- « isin %-) = Ve(eos 45° « i sin 45°) en 

w‚.=.-V2 (cos 45° + isin 45°) = V2(cos 225° + isin 225°)……… 


3 cos 70° +isin 70° 


wo = Vieos À- «isin B) = cos 3 A eeen 

W‚_=.=C08 35° - isin 35° = cos 215° + isin 215° 
4 3(cos 300° + í sin 300°) 

wo = Valcos P+ isin OP) + Va(eos 150° « i sin 150°) Bee 

w‚…=.-V3 (cos 150° + isin 150°) = V3 (cos. 330° + isin. 330°)……… … ………… 
5 100(cos 100° + í sin 100°) 

w‚ = Vroofcos S- « i sin SOD) - 10(cos 50° +: sin 50°) Ke 

w‚…=.-10(cos 50° + isin BO°) = 1O(cos 230° + i sin 2309) 
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23 


Bereken de vierkantswortels van het complex getal. Schrijf de vierkantwortels in de vorm a + bi. 
Rond a en b af op 2 decimalen. 


1 St 


W‚_=.2,B3 - 1,191 
3 7+24i 
rz. V7Ê.+ 24° = V49 + 576.= V625.= 2D 
tan a= G> a=73739. zer 
7.+.24i.=. 25(cos 73.739. °.+ isin 73.739) 
W‚.=.D(cos 36,869...° + isin 36,869...°)= 4 + 3 
Annette Eeen eener 
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Derdemachtswortels van een complex getal 


Om een derdemachtswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos A + i sin @) zoeken we een 
complex getal c'= r"(cos a’ + isin °) dat voldoet aan: 


GS 
[r(cos a’ + isin «°)|°=r(cos a+ isin «) 
r*(cos 3A’ + isin 34’) =r(cos A+ isin c) macht van een complex getal 


Ali en 3a’ =A+k: 360° gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 


E) 5 04 o 
r= Yr en a = 5 +k: 120 vergelijkingen oplossen 


De derdemachtswortels van r(cos a + i sin of) zijn: 


| cos $ +k: oo) à rn Eh zor) 


x= 


eZ 


Door k gelijk te stellen aan 0, 1 en 2, verkrijgen we drie verschillende derdemachtswortels: 


[04 [04 
. k=0: Ur cosd+ rand) 

3 3 

(O4 (04 
ok vr cos rra isin( Saar) 


. k=2: | cos($ + 2) + sn + za) 


Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van deze 
derdemachtswortels. 


Formules voor de drie derdemachtswortels van r (cos 0 + i sin @): 


(04 [04 
w_=?fr| cos— +isin— 
E 3 3 


3 a, gal 4 
w_=Nr| COS| —+120° |+ísin| —+120° 

L 3 3 
w_=\Nr| cos LE „2400 |+isin| C+240° 

2 3 3 


Voorbeeld 
We berekenen de derdemachtswortels in C van —1. 
Goniometrische vorm van —1: 


1(cos 180° + í sin 180°) r=1l en =180° 
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Derdemachtswortels van —1: 
180° 180° 
vts 5 + isin E ) 


= Cos 60° + i sin 60° 


=0,5 + 0,87 i 


180° 
w‚= vl cool 5 + ao) + sin 
= cos 180° + isin 180° 


=-l 


2 


= COS 300° + í sin 300° 


=0,5 — 0,87 i 


180° 180 
w. AM cos + 0) + rs 


Lel 


0 
3 


180° ) 
g 120 
3 


) 


Aa. A 
rf ostrisns) 
3 3 


afronden op 2 decimalen 


vroe Zrrer)rian(Zerze)| 


Ir eel + zo) +i an + za) 


afronden op 2 decimalen 


De voorstellingen van de derdemachtswortels van het getal —1 zijn de hoekpunten van een 
gelijkzijdige driehoek ingeschreven in de cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 1. 


24 |A) B) 


Vink het complex getal aan dat een derdemachtswortel van 8í is. 


JN —2 


2i 
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2 A 


Bereken de derdemachtswortels van het complex getal. Schrijf de derdemachtswortels in de vorm 
a+ bien stel ze voor in het complexe vlak. 


1 8(cos 75° + isin 75°) 


Wen. AlGOS BO FSM D eneen 


En 1,81 + 0,8Bî i 


w‚.=.2(cos 145° + isin 1452) 


w‚_= 2(cos 265° + i sin 265°) Me 


EEA AANEEN Set AET PEET CEE En 


1.=.1(cos 0° + isin O9) M 


W, 


Woz. 1(cos 0P_+_i.sin OP) 


wr. 1(eos. 1207.e isin. 1205)... 


a OBAN entente mena hf 


w‚= 1(cos 240° + isin 240°) 


…………m.=0,5.-.0,87i EET ENE VEEEENNE 
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3 8i 
8i= 8(cos 90° + i sin 90°) 
Woz 2(cos 30° + i sin 30°) 4 
Eee w; 
w‚.= 2(cos 150° + i sin 150°) 5 n 
ES Reed 
w‚.=. 2(cos 270° + isin 270°) va 
ea en 

4 —27 
=27.=.27(cos 180° + i sin 1802) 
W‚.=.3(cos 60°. + isin 60°). 
a z1,5 + 2,60Ï……… 
w‚…=.3(cos 180°+ isin. 180%) 
eat EN 
W‚…=.3(cos.3007.+ isin. 3002) 
nee Ener 
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a € II w 


=2.+ 2i= VB (cos 135° + i sin 135°)………… À 


wo_= \V8 (cos 45° + i sin 45°) Ee 


w‚_= \VB(cos 285° + i sin 285°) 


n-de machtswortels van een complex getal 


We weten reeds dat elk complex getal verschillend van nul, twee tegengestelde vierkantswortels 
en drie verschillende derdemachtswortels heeft. We onderzoeken nu hoe we in het algemeen n-de 
machtswortels van een complex getal kunnen bepalen voor n € Nen n>2. 


Er bestaan vier complexe getallen waarvan de vierdemacht gelijk is aan 81: 
eel 

‚ (-3)'=81 

. (3i)'=8li"=81(i) =81- (-1)?=81 

 (-3ĳ)'=81i"=81 

De getallen 3, —3, 3í en —3i noemen we de vierdemachtswortels in C van 81. 


De tegengestelde reêle getallen 3 en —3 noemen we de positieve vierdemachtswortel en de 
negatieve vierdemachtswortel van het positieve getal 81. 


We noteren: 4/81 =3 —/81 =-3 


Een n-de machtswortel van een complex getal is elk getal waarvan de n-de macht gelijk is aan dat 
complex getal. 
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n-de machtswortels van een complex getal berekenen 


Om een n-de machtswortel te bepalen van een complex getal c=r(cos 4 + isin @) zoeken we een 


complex getal c'= r"(cos ol’ + isin ’) dat voldoet aan: 


DIS 
[r(cos a’ + isin «°)}"=r(cos a+ isin c) 
r "(cos no’ + isin no’) =r(cos «+ isin C) 
gij en na =A+k:360° 
+ k : 360° 
r=är ge 
n 


De n-de machtswortels van r(cos A+ i sin 0) zijn: 


id a+k-360° et) 
z/r CO nn SN 
n 


n 


macht van een complex getal 


gelijke complexe getallen hebben gelijke 
moduli en gelijke argumenten 


vergelijkingen oplossen 


ke Z 


Door k achtereenvolgens gelijk te stellen aan 0, 1, 2, … ‚n — 1 verkrijgen we n verschillende n-de 


machtswortels. 


Stellen we k gelijk aan een ander geheel getal, dan verkrijgen we telkens één van de reeds gevonden 


n-de machtswortels. 


Formule voor de n verschillende n-de machtswortels van een complex getal r (cos 0 + i sin 0): 


b a+k-360° .. A+k-360° 
w‚=Yr COS +1 sin 
n 


n 


Voorbeeld 


KOl 


We berekenen de achtstemachtswortels in C van —128 + 128/3 ú 


Goniometrische vorm van —128 + 1283 Ĳ 
256(cos 120° + í sin 120°) 
Achtstemachtswortels van —128 + 128/3 je 


120 5Ek 360 120° + k : 360° 
N256 (cos EEn dE am 


=2[cos(15° +k: 45°) + isin(15° +k : 45°)] 


En ET EN Ar CH EN OE ET 


Il 
Sl EN ON mn & ie DS 


w‚,= cos 15° + isin 15°) = 1,93 + 0,52i 

w‚ =2(cos 60° + i sin 60°)=1 + 1,73i 

w,= (cos 105° + i sin 105°) = 0,52 + 1,93i 
w‚= (cos 150° + i sin 150°) =—1,73 + i 
w‚= cos 195° + i sin 195°) = 1,93 — 0,52i 
w‚=2(cos 240° + i sin 240°) =—1 — 1,73i 
w‚= cos 285° + i sin 285°) = 0,52 — 1,93i 
w‚= 2(cos 330° + í sin 330°) = 1,73 — i 


r=256 en @=120° 


vrl a+k-360° …. zak) 
IS 
n n 


Seen 


afronden op 2 decimalen 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm Bolo 8 


De voorstellingen van de achtstemachtswortels van het getal —128 + 128/3i zijn de hoekpunten 
van een regelmatige achthoek ingeschreven in de cirkel met middelpunt de oorsprong en 
straal 2. 


z 1] ad 


Bereken de n-de machtswortels van het complex getal. Schrijf de n-de machtswortels in de vorm 
a+ bien stel ze voor in het complexe vlak. 


1 De vierdemachtswortels van —1. 


Vierdemachtswortels: 


WT (eos Eis Ee) 


“.k= 0: w‚=.cos 45° + isin 45° = 0,71 + 0,71i 


* ke= 1: w‚=.cos 135° + isin 135° = -0,71 + 0,71i 
“k= 2: w‚= cos 225° + isin 225° = -0,71 - 0,71i 
“k=3:Ww,= cos 315° + isin 315° = 0,71 - 0,71i 
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2 De vijfdemachtswortels van 321. 


32i = 32(cos 90° + i sin 90°) 


Vijfdemachtswortels: 


Taz (cos SS tin) 


W‚ 


18 


* k= 0: w‚= 2(cos 18° + i sin 18°) = 1,90 + 0,62i 


* kz=1: w‚= 2(cos 90° + isin 90°) = 2i 


| 


 k= 4: w‚=.2(cos 306° + isin 306°) = 1,18 - 1,62i 


3 De zesdemachtswortels van cos 150° + i sin 150°. 
150° +k : 360° . . 150° +k : 360° 
hd a an en 


= cos (25° +k - 60°) + isin(25° +k - 60°). 


- k=0: Ww.= cos 25° +isin25° = 0,91 + 0,42i 


Nine UN Or ELEN AE 


* k= 1: w,= cos 85° +isin85° = 0,09 + 1,00i 


RE td gee EEDE EEE EE EEE 


5° 


* k= 2: w‚= cos 145° + isin 145? = -0,82 + 0,57i 


ndr PE a AE EE Sn Edd Li 


* k= 3: W‚=.cos 205° + isin 205° = -0,91 - 0,42i 


Nart EE DE dE Ee 


Wa 


Merens rea A eten A ENEN ave e ED MEND nrreA ran anna endi 


* k= 4: w‚=.c0s 265° + isin 265° = -0,09 - 1,00i 


* k= 5: w‚=.cos 325° + isin 325° = 0,82 - 0,57i 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm Bolo EG 8 


4 De zevendemachtswortels van 128. 


128 = 128(cos 0° + isin O°) en 


Zevendemachtswortels: 


se eos (k 5) eran (k 5) Eee 


AKE MEM eens IE A NOELS oaren nete aties 
….k.z. 1: w‚=.2cos 51,428...° + isin D1,428...°) = 1,25 + 1,561 
„.k= 3: w‚= 2(cos 154,285...° + isin 154,285.. …)=.=1,80 + 0,871 
….k= 4: w‚= 2(cos 205,714...° + isin 205,714... …)=.=1,80 - 0,871 


ahd eknahkkn hdd > hkieaands. nakatedaadnohiete: viudimkdhaatoltedeldatnntbeendatnacheedeikkasinadshd ohhaddnenaahetekkaltnt Anet eisnadd ahead nttennkaad dacthaddehdeanntdekkekhtanhdendsaantde. 


….k.= 6: w‚.=. 2(cos 308,571 


bedeeld at AAE trad Te AE Er a OE Aat An 
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DP Binomiaalvergelijkingen 


2 we) 


Gegeven is de vierdegraadsvergelijking x* — 16 = 0. 


1. Bepaal deredleoplassngen. SAN no nennen Ree 


2 Toon aan dat de imaginaire getallen 2i en —2i ook oplossingen zijn. 
(21° - 16 = 161% - 16 = 16 : (1)2 - 16 = 16: (-1}- 16 = 16 - 16 20 
(-2i)* - 16 = 161 - 16 = O0 naderde nere tbe he dels ennen 


3 Hoeveel oplossingen in C heeft deze vierdegraadsvergelijking? 4 


Binomiaalvergelijkingen oplossen in C 


Een binomiaalvergelijking van de n-de graad in xis een vergelijking van de vorm: 
ax +b=0 a,beC, neN, 
Het linkerlid noemen we een tweeterm of een binomium in x. 


Om een binomiaalvergelijking op te lossen, kunnen we als volgt te werk gaan: 


Ge) 
ax =-—b beide leden vermeerderen met —b 

b N ô É 1 
N= —— beide leden vermenigvuldigen met zi 

a 
x'=r(cos «+ isin ct) 2 in de goniometrische vorm schrijven 

N Ak 360 Ok 360 
AIN NCO Sm SN k=0,1,2, ..‚n-1 
Ö Áá n-de machtswortels van een complex getal 


We stellen vast dat het oplossen van een binomiaalvergelijking ax” + b= 0 neerkomt op het bepalen 


van de n-de machtswortels van 4 
a 


Een binomiaalvergelijking van de n-de graad heeft bijgevolg 7 oplossingen in C. 


Voorbeeld 


We lossen de binomiaalvergelijking 16x* + 1 =0 op. 


16x*+1=0 
16x*=—1 beide leden vermeerderen met —1 
1 
Dn beide leden vermenigvuldigen met Er 
16 
ne ER E ; : „ 1 
JE nn (cos 180° + i sin 180°) goniometrische vorm van het reëel getal TE 
1 
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1 180°+k-360° …. 180° +k - 360° 
X=4 T COS D + ZsIn n-de machtswortels van een complex getal 
= 7 [cos(45° +k - 90°) + í sin(45° + k - 90°)] k=0,1,2,3 
, k=0: x= 0,5(cos 45° + i sin 45°) = 0,35 + 0,35i afronden op 2 decimalen 
* k=l: x,=0,5(cos 135° + í sin 135°) =—0,35 + 0,351 
‚ k=% x,=0,5(cos 225° + í sin 225°) = 0,35 — 0,35i 
* k=3: x,=0,5(cos 315° + í sin 315°) = 0,35 — 0,35i 


De voorstellingen van de oplossingen zijn de hoekpunten van een vierkant ingeschreven in de 
cirkel met middelpunt de oorsprong en straal 0,5. 


1% 


oe 


Los de binomiaalvergelijking op in C. 


1 x°+1=0 


e= 1lcos 18071 ain 100 K … nennen 


*_Xo-=-C0S 60° + i sin 60° = 0,5 + 0,87 


M= G08 AOT ti Sin. LBOT Eekeren snie 
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2 16x*-1=0 
eeen edrat 
Xi AEON 
x=. (eos.0° +1 sin.0°) DEED 
dig (eos SAE rin LEON) en 
e z.5 lees. (k:90°).+i.sin (6: DOP) 
.k= Ot … x=.5 (cos 0° +i sin 0°).= 0,5 ae 
nkeds.x=d(eos 90° + isin. 90°).z 0,5 
nk2r.so.nFleos AB0°+i.sin 1809), Be 
kad xed (eos 270° +i sin 270°) 0D 
3 x°-i=0 
WEB rine EE 
Xx? = 1 (cos 90° + isin 90°) 
X = 1 (co Sd. A a enten 
5 5 
ad =.cos (18° + k : 72°) + isin(18° +k - 72°) en 
kee tas 18 et sm 18e 00 # OBAN eneen end 
skr li Mm eos SU BOE Arre 
„kz= 2: _X,= cos 162° + isin 162° = -0,95 + 0,31i 
ae k= 3:._X,=.c0S 234° + isin 234° = -0,59 - 0,Bli 
En k= 4: Xx, = c08 306° + isin 306° = 0,59 - 0,81 
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Uitdagingen 


Het complex getal c voldoet aan c + [cl = 2 + 8í. Wat is dan |c[°? 
(A) 68 (B) 100 (ears (D) 208 (E) 289 


Vlaamse Wiskunde Ol jad 
Aen, zie pagina 220 


Stel de complexe getallen die aan de voorwaarde voldoen, grafisch voor in het 
complexe vlak. 


ue IS) 2 e+e=0 3 arg(o)= Gen 
zie pagina 220 
Gegeven is een complex getal c met |2c — 1] =|c — 2). 
Welke uitspraken zijn waar? Verklaar. 
1 cis een reëel getal 
2 c=cos 4+isin 
3 arg(c)=0 
Zi 
5 cstelt in het complexe vlak een punt van een rechte voor. 
6 cstelt in het complexe vlak een punt van een cirkel voor. 


zie pagina 222 


1 Stel een formule op voor het product van drie complexe getallen in de 
goniometrische vorm. 


2 Noteer een formule voor het product van 7 complexe getallen in de goniometrische 
vorm. 
zie pagina 223 


Aanwijzing: stelc,=r, (cos A, +isino,) en c,=r,(cos a, +isin o,) 


zie pagina 224 


Schrijf ———&- in de vorm a+ bi. 


(1+ 3) 
(-) 


zie pagina 224 
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Bewijs dat: c” = (c) met ce C. 
Aanwijzing: stelc=r (cos {+ isin ct) 

zie pagina 225 
Bereken de eerste negen machten van 1 — í. Stel deze getallen voor in het complexe vlak. 


Verbind de punten met een vloeiende lijn. 
zie pagina 225 


1 Schrijf een programma om de n-de machtswortels van een complex getal te 
berekenen waarin het reële deel en het imaginaire deel worden afgerond op 2 
decimalen. 


2 Controleer het ingevoerde programma met de berekening van de 
achtstemachtswortels van —128 + 128/3ií. 


PFAMCWORTELS {A82 
C=j128+128T CH) 8 1250. 02t 
1. 93+. 52i -6:5241.93i 
11BAx11 25 1:51:00 
„5241. 95i -1.95-0, 521 
LPS ER SRE: 
-1.93-.52i 1:75-1.6bi 
-1.8Ö-1.73i Einde 
„52-1.93i 
1. 75-i 
Dane 


3 Controleer de rekenresultaten van opdracht 26. 
zie pagina 226 


Bereken de tiendemachtswortels van 10'° en stel ze voor in het complexe vlak. 
zie pagina 227 


a + bi 


ai — 


LosopinC: x° = met a, be B. 


zie pagina 228 


Wanneer de zes oplossingen van de vergelijking x° =—64 geschreven worden in de vorm 
a + bi (waarin a en b reëel zijn), dan wordt het product van die oplossingen waarin a > 0 
gegeven door 
(A) 2 (B) O0 


(C) zi (D) 4 (E) 16 


Vlaamse Wiskunde Olympiade 
zie pagina 228 


Los de binomiaalvergelijking op in C. 


1 ix? +27=0 2 (l-ir?-2-3i=0 3 x°+64i=0 


zie pagina 229 
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Welk punt van de aangeduide punten van deze hartenaas of ruitenaas stelt geen 
oplossing voor van één van deze binomiaalvergelijkingen? 


1 x?=-9 2 x°—216i=0 3 x°+256=0 
4 x°=15625 Gd. 


zie pagina 230 
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p 


@ 


Vraag & antwoord 


Het punt Pis de voorstelling van een complex getal in het complexe vlak. 
Hoe noemen we de afstand van het punt Ptot de oorsprong 0? 


De modulus van het complex getal. 


Het punt Pis de voorstelling van een complex getal in het complexe vlak. 
Hoe noemen we de georiënteerde hoek tussen de positieve x-as en de halve rechte [OP? 


Het argument van het complex getal. 


Schrijf de goniometrische vorm van een complex getal met modulus r en argument 0. 


r (cos @ + i sin 0) 


Schrijf de formules om de modulus en het argument van een complex getal a + bite 
berekenen. 


b 
r=va’ +b? tan X=— meta#0 


a 


Hoe berekenen we de modulus en het argument van een product van twee complexe 
getallen in hun goniometrische vorm? 


De modulus van het product van twee complexe getallen is het product van hun moduli 
en het argument is de som van hun argumenten. 


Schrijf de formule voor het product van twee complexe getallen in hun goniometrische 
vorm. 


r, (cos @, +isin a): r, (cos a, + isin a) =r,r, [cos (A, + A) + i sin (a, + A)] 


Hoe berekenen we de modulus en het argument van een quotiënt van twee complexe 
getallen in hun goniometrische vorm? 


De modulus van het quotiënt van twee complexe getallen is het quotiënt van hun 
moduli en het argument is het verschil van hun argumenten. 


Schrijf de formule voor het quotiënt van twee complexe getallen in hun goniometrische 
vorm. 


r ED 
— [cos (o, -A,) +tisin(a, -X,)] 
r‚(cos, +ising,) rr, 


r‚(cos ot, +isina,) _ 


8.2 - Complexe getallen in de goniometrische vorm Esbats 8 


5) Hoe berekenen we de modulus en het argument van de n-de macht van een complex 
getal? 


De modulus van de n-de macht van een complex getal is de n-de macht van de modulus 
van dit getal en het argument is gelijk aan n keer het argument van dit getal. 


10) Schrijf de formule voor de n-de macht van een complex getal in de goniometrische 
vorm. 


[r (cos a + i sin 0} = "(cos nt + i sin net) ne N 


Schrijf de formule van De Moivre. 


(cos @ + i sin 0)" = cos nt + isin na ne N 


PS Schrijf de formules voor de vierkantswortels van r(cos A + í sin). 


a .. A a .. 
w= fr cos visn) en w zr cost iand) 
e 2 2 2 2 


5) Schrijf de formules voor de derdemachtswortels van r(cos « + í sint). 


w‚= vr eosd rising) 


3 a 5 (O6 2 
w._=Nr| COS| —+120° |+ísin) — +120 
Ï 3 3 
w=\r cool Zaar vrai Zaza) 
dj 3 3 
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